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Sujet BL 1

EXERCICE PRINCIPAL

Dans Pexercice n désignera un entier non nul.
Toutes les variables aléatoires que I'on considérera sont définies sur un espace probabilisé {2, A, P)
et, lorsqu’elle existe, on note E{X) 'espérance de la variable aléatoire X.

On place n boules dans n boites numérotées de 1 a4 n selon le protocole suivant : chaque boule est
placée uniformément et indépendamment des autres boules {(une boite pouvant done contenir plusieurs
boules). S8i If; désigne le numéro de la boite contenant la boule numéro i, les variables aléateires U;
sont ainsi indépendantes et stivent chacune la loi uniforme discréte sur [1,n].

Pour tout i € [1,n] on note N; la variable aléatoire égale au nombre de boules contenues dans la bofte
numéro ¢ et N =sup{Ny, ..., Na).
La variable aléatoire N désigne donc le plus grand nombre de boules contenues dans une des n boites.

1. Question de cours ; loi de Poisson. Lien avec les lois binomiales.

2. a) Déterminer, pour tout ¢ € [1,n], la loi de la variable aléatoire N,.
Les variables aléatoires v, ..., NV, sont-elles indépendantes ¥

n
. T
b} Etablir que, pour tout k € [I,n] on a+ P({N =k} < Z P(N;=k]) < Ak
i=1
3. a) Montrer qu'il existe une suite {a)e>1 de réels positifs et de limite 400 telle que, pour tont entier
& non nul : !

€ o _ L
(O:k ) k3
b} Déterminer un équivalent simple de o, .

4. Etablir que la variable aléatoire V¥ admet une espérance et que, pour tout o € [1,n] on a:
E(N)<nP{N >a))+a

5. a} Etablir que, pour tout & € [1,%] on a: P((N = k]} < ET
1
h) Montrer que pour tout entier non nul &, on a : ] < (%}"‘
En déduire que, pour tout a € [1,n], on a: P([N > a]) < nz(g)"‘.

6) Démontrer 'existence d'une constante C telle que pour tout entier n > 2 on a :

In{n)

P Chaugey



EXERCICE SANS PREPARATION

Soit n un entier nen nul et £ = R™ muni de son produit scalaire usuel.
Soit p un entier non nul et {e;}1<;<p une famille de vecteur de E telle qu'il existe deux réels A et B

strictement positifs vérifiant :

P
veeE Allzl? < Y <z > < Bllsl ()
i=1
1. Soit F' = Vect(ey,...,e,). Montrer que F = E.
2. Montrer que si A = B = 1 et si tous les vecteurs e; sont de norme égale 1, alors la famille (e;)i<i<p
est une base orthonormée de E.



Sujet BL1

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours.
2. a) Ny < B(n, 1),
b) Les variables aléatoires Ny, ..., N, ne sont pas indépendantes, puisque par exemple on

P{N, = n)N[N2 =n]) =0 # P([N) = a]) P{[Nz = n]}.
3. Etant a support fini, la variable aléatoire N admet une espérance.
Deplus: N=_N ]I[N>o:] + J\TH[NEQ] = n]I[N>Q,] + .
<n
- Sa
Par propriété de croissance de l'espérance, il s’ensuit que :

E(NY<nP(N >a])+a.

4 aySoit £t f(t) = () = exp(tIn($)) = exp( — tIn(t)).
F{t) = — In{£) f(t) < 0 sur l'intervalle |1, +ool.
La fonction f est ainsi continue et strictement décroissante sur 1, +cof et réalise donc une
bijection de |1, +oo[ sur | . l_ilz’l Fley, f(13=]0,e]
1
Puisque — €10, e, I'existence et 'unicité d'un réel op > 1 tel que flog) = k‘—J en résulte,

De plus on a bien lim ¢, = +oc.
n—=-+oo

1 .
b) flan) = 3 = an{l = In{a,)}} = —3In{n) et puisque lim, 0 0p = +oo 0N A

ap In{a,) ~ 3nfn) .

Puisque lilJIrl 3In{n) = +cc on peut composer ces équivalents par In et on obtient :
n—=+4o

In{ag) + In(In{a,}} ~ In(In(n}) soit In{ayn} ~ In{ln(n)) .

Bilan :
In{r)
Infln{n})

O

n

5. a) [N=Fk)C U[N" = k] et donc : P([N =£]} < P{O{;\'} =k} < iP[[M = k]).
' i=1 i=1

t=1
Or, pour tout k € [[1,n] :

oonn—1...(n=-k+1) |
PV, = 1) = () (141 = 2y = Dt (- g s b
<1 <1
n
, . 1 !

1l s'ensuit que : P([N = k]) < kz il

=1
b) Soit X une variable aléatoire telle que X — P{k).

Lk

Ona: P([X = k]) 1 soit e_kF < 1.



1
L'inégalité attendue o < (%}jc en résulte.

nz

k1) n ]_
¢) PN > al} = P(IN =k} <n = <
k;ra] k:zra] k'~ Ja)!

< ﬁ%)“ﬂ = n?f([a]) < n*f(e) .

6. D’aprés ce qui précede E(N) < #° fan) + an = 1 + o, et l'équivalent obtenu a la question 4
permet de conclure.

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

1. 1l suffit d'établir que F- = {0g}. Or, si z ¢ F* alors, puisque A >0, on a llz|*> = 0 et donc 2 = Og.

p
2.5 € [1,p] on a: |le;|* = lie;|I* + Z < ej,e; >* et puisque les vecteurs e; sont de norme 1 :
iFf

P
E < 5,6 >2=0.
i#j

Il s'ensuit que : ¥i £ jona: < e, e; >=0.
La famille {g;)1<;<p est donc orthogonale et étant formée de vecteurs tous non nuls, elle est libre.

Bilan : (e;}1 <i<p €5t une base orthonormée de F.



