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Sujet BL 30

EXERCICE PRINCIPAL

. Question de cours : définir le maximum d'une fonction réelle de une ou deux variables.

z(l—t) siz<t

Pour tout couple (t,z) € [0,1]?, on pose : K({t,z) =
ple (t,2) € [0,1] P (t,2) {t(l—m) six>t

. Résoudre I'équation K(t,z) = 0.

. Soit ¢ €]0, 1] et &, la fonciion définie sur [0, 1] par : ky(x) = K(¢,z).
a) Etudier les variations de la fonction k.

b) Montrer que la fonction k; présente un maximum gue l'on déterminera en fonction de ¢.

. En déduire lexistence d’un couple (to,z¢)} € [0,1)? vérifiant pour tout couple (t,z) € [0, 1]%,
linégalite : K (tg, zg) > K{t, z).

. On note E lensemble des fonctions f continues sur [0, 1] vérifiant f(0) = f(1) = 0. A toute
1
fonction f € E, on associe la fonction f définie sur [0, 1] par : f(t) :/ ki(z) f(z) dx.
0

a) Soit f € E. Montrer que fekE.

b) Montrer que sur lintervalle [0, 1], F admet une dérivée seconde F" que I'on exprimera en
fonction de f.

¢) Soit g € E. Déterminer I'ensemble des fonctions f € E qui vérifient f = g.



Sujet BL30

EXERCICE SANS PREPARATION

Seit X une variable aléatoire qui suit une loi géométrique de paramétre p vérifiant 0 < p < 1.

On pose : ¥ = e¥,

1. A quelle condition sur l'entier » > 1, le moment E{Y™) d’ordre r de la variable aléatoire Y
existe-t-il ?

2. Calculer alors FE(Y).



Sujet BL 30

CORRIGE DE LEXERCICE PRINCIPAL

1. |Question de cours : définir le maximum d’une fonction réelle de une ou deux variables. J

On appelle maximum d'une fonction réelle f de une ou deux variables la plus grande valeur
gu’elle prend sur son domaine de définition D.

Autrement dit, f atteint son maximum en un point xg de D si, et seulement si, on a :

Yee D, flz} < flzo) .

x2{l ) siz<t

Pour tout couple (¢, z) € {0, 1]%, on pose : K(¢,x) =
ple (t,2) € {0, 1 P (t) {t(im) siz >t

2. [Résoudre Péquation K({t,z) = 0. |

K{t,x)=0<= (z=0,{=1)ou {(z =1, =0).

3. Soit ¢ €]0,1[ et k; la fonction définie sur [0, 1] par : ki(z) = K (¢, z).

a) | Etudier les variations de la fonction k.

Si e [0,t], k(z) = z(1 — ) et k; est croissante sur [0,¢].
Sixc 1], ki(2) = {1l — z) = —tz + t et k, est décroissante sur [t, 1].

b)lMontrer que la fonction k; présente un maximum que Pon déterminera en fonction de ¢.

Par suite, la fonction k; définie sur [0, 1] présente un maximum au point & = £ et ce maximum
vaut ¢(1 — £).

En déduire I'existence d'un couple (g, o) € [0,1}? vérifiant pour tout couple {¢t,z) € [0, 1%,
l’megahte . K(t(), xg) > K(t, .’L‘).

K{t,z) = Hl -6 =1/4.
e oy KO = ey -0 =Y

En effct 1a fonction ¢ — ¢{1 — ) admet un maximum sur |0, 1] atteint pour ¢ = 1/2.
Donc, pour tout couple (t,z) € [0,1]2, on a K({,z) < K{{,t) = t{l —t} < K(1/2,1/2).
Finalement, le couple (g, ) = {(1/2, 1/2) convient.



5. On note E I’ensemble des fonctions f continues sur [0,1] vérifiant f(0) = f(1) = 0. A toute
1

fonction f € F, on associe la fonction fdéﬁnic sur [0, 1] par : f(t) = f k(2) f{z)dz.
0

a) | Scit f & E. Montrer que f € .

1 ¢ 1
Pour tout ¢ € [0,1], on a f(t) = f kyz)flxyde = (1 — £)/ zf(z)dz + tf {1 —z)f(z)dz.
. _Jo 0 t
On voit aisément que f{0) = f{1} = 0 et la dérivabilité (donc la continuité) de f résulte de la

continuité de f.
Done f € E.

by [Montrer que sur lintervalle [0,1], 7 admet une dérivée seconde f7 que l'on exprimera en
fonction de f.

Ona:
_ t 1
f’(t):t(l—t)f(t)—/o a:f(m)dx+ft (1 —z)f(xrde — (1 —t)f(2)

s0it encore

. ¢ 1
f’(t):—fD :cf(a:)d:c—f—/; (1 —z)f(z}dx

et finalement

Pty =~/ — (1= 0F(t) = —£) -
Done, " = —f.

c) i Soit g ¢ E. Déterminer I’ensemble des fonctions f € £ qui vérifient ¥ = g.

Si g € F, on vient de voir que f = —g vérifie f” = g ().

Soit f, une autre solution de (x). Alors, (f1 +§)" = f{' + ()" = g — 9 = 0; dong, il existe des
réels @ et b tels que, pour tout £ € [0,1], om a fi (1) = —g(t) +at + b.

De plus, £,{0) = f1(1) = 0 de méme que §(0) et §{(1). Par suite, a=a+b=0,donca=56=20.

Bilan : la seule solution de I’équation (x) dans E est —g.



Sujet BL 30

CORRIGE DE L’EXERCICE SANS PREPARATION

Soit X une variable aléatoire qui suit une loi géométrique de paramétre p vérifiant 0 < p < 1.

On pose : Y = e¥,

1. A quelle condition sur l'entier » > 1, le moment E(Y7") d’ordre = de la variable aléatoire ¥’
existe-1-il 7

Pour tout entier » > 1, on a Y7 = "X et par le théoréme de transfert, E{Y") est la somme de
la série de terme général u, = e™p{l — p)*~ ! si elle converge.

11 s’agit d’une série géométrique de raison e"(1 — p).

Ainsi, E(Y") existe <= r < — In(1 — p}.

2. |Calcule1‘ alors E(Y').

L'espérance E(Y) existe si et seulement si ~In{l —p} > l+<=g=1—p < /e

1_ &P
1—eq

+oo
Sous cette condition, on a: E(Y) = Z e"pg"T
n=1



