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Sujet T 30

EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours : définition d'une valeur propre d'une matrice.

Soitget bdesréels telsque 0 <a<let0<b<1. Onpose: s=1— (a-+b).

Soit A la matrice carrée d'ordre 2 définle par: A = (1 ; ¢ 1 E b) .

2. a) Etablir Vencadrement : —1 < s < 1.
b) Montrer que le polynéme Q@(X) = X2 — (1 + s).X + s est un polynéme annulateur de la
matrice A.
c} Que peut-on en déduire concernant les valeurs propres de A7

d) Montrer que les vecteurs (z) et (_1

1) sont des vecteurs propres de A associés aux deux

valeurs propres de A,
e) La matrice A est-elle diagonalisable?
3. On rappelle que par convention, on pose A® = I, o1 1 est la matrice identité d'ordre 2.
a) Exprimer pour tout entier naturel n, la matrice A™ sous forme de tableau.

b) Calculer en fonction de a et b la matrice L = ET A", clest-3-dire la matrice carrée
k) o0

dont les coefficients sont les limites des coefficients de A™ lorsque n tend vers +oo.



Sujet T 30

EXERCICE SANS PREPARATION

ze ™ sixz>0

Soit f la fonction définie sur R par: Vz € R, f(z) = .
0 siz <0

1. Montrer que f est une densité de probabilité.

On note T une variable aléatoire de densité f.

2. a) Calculer 'espérance de T

b) Déterminer la fonction de répartition I de la variable aléatoire T



Suget T 30

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. | Question de cours : définition d’une valeur propre d'une matrice.

On appelle valeur propre d'une matrice carrée A tout nombre réel A tel qu’il existe une matrice
colonne non nulle X vérifiant :

AX =)0X .

Soitaet bdesréelstels que 0 <a<let0<b<1 Onpose: s=1—(a+b).
Soit A la matrice carrée d’ordre 2 définie par: A= (1 —a b ) :

a 1-b

2. a)|Etablir Pencadrement : —1 < s < 1.

CommeO<a<letlO<b<lonal<a+b<2etdone, —1<s<1.

b)

Montrer que le polynéme Q(X) = X% — (1+s)X + s est un polynéme annulateur de la matrice
A

D’aprés le cours, si B = (2 Z), alors le polynome X2 — (a4 d)X + ad — be est annulateur de

Ici,ona:a+d=1+setad—bc =5, et Q(X) = X2 — {1+ 5)X + s est un polynéme annulateur

de A,

c)lQue peut-on en déduire concernant les valeurs propres de A7

On sait que I'ensemble des valeurs propres de A est inclus dans 'ensemble des racines de Q.
La résolution de I'équation @{X) = 0 donne deux solutions 1 et s qui sont donc des valeurs
propres possibles.

Au passage, on remarque que ce sont deux racines distinctes car s < 1.

Remarque

Comme A— 1T = (_3 _f;)) n’est pas inversible, 1 est valeur propre de A.

De méme, comme A — s = (2 2) n’est pas inversible, s est valeur propre de A.

=

(o)

b 1 .
Montrer que les vecteurs (a) et (_1) sont des vecteurs propres de A associés aux deux

valeurs propres de A.

= (2), donc le vecteur non nul (z) est un vecteur propre de A associé & la valewr

propre 1.

De méme, A (_

5,

1

1) = § (_11), donc (_11) est un vecteur propre de A associé a la valeur propre




€) | La matrice A est-elle diagonalisable?

b1 10
Onpose.P—(a _1) etD—(O 5)

On vérifie que AP = PD, d'ott D = P71 AP, et par définition, la matrice A est diagonalisable,

a)IExprimer pour tout entier naturel n, la matrice A™ sous forme de tableau.

Ona A" = PDnp-L,

1
Les calculs donnent P! = 11 et
a+bl\a —b

n _on
g L (ab+as b(1 s))

T a+b\a(l-s")  a-+bst
b Calculer en fonction de ¢ et b la matrice L = ET A", c'est-a-dire la matrice carrée dont les
n o0

coefficients sont les limites des coefficlents de A™ lorsque n tend vers +oco.

1
Puisque |s|<1l,ona: lim s"=0et L= lim A"= (b b).
n— +oo n— +oo a+ bla a



CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

ze ® siz=0

Soit [ la fonction définie sur R par : Vo € R, f(w) = { i
0 siz <0

Sujet T 30

1. |M0ntrer que f est une densité de probabilité.

La fonction f est positive, continue sur R. et vérifie :

/+mf(ﬂ:)dac: /(:rma:e_mda:—l

)

car c’est I’espérance d’une loi £(1).!

On note T une variable aléatoire de densité f.

2. a) I Calculer 'espérance de T'.

+oo
E(I) = f rle T dz =2
0

car ¢’est le moment {non centré) d’ordre 2 d’une loi £(1).

b) | Déterminer la fonction de répartition F de la variable aléatoire T.

Pour z < 0, on a F(z) =0 et pour x > 0, 4 I'aide d’une intégration par parties :

T
F(z) :f te~tdt=1-(1+z)e ™.
0

1. On peut utiliser avec profit les propriétés de la loi exponentielle de parameétre 1.,



Sujet T 31

EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours : définition d’une densité de probabilité.
2. Boit r un réel tel que r # —1 et soit g la fonction définie sur [0, 1[ par :
1
vz € [0,1], = ———(1—z)"*.
2 € (0,1], gla) =~ (1 -2)

a} On note g’ la fonction dérivée de g.  Pour tout z € [0, 1], calculer g'(z).

1
b) Calculer 'intégrale f V1 —zdz.
0

1 1
3. On pose Iy = f V1 — x dz et pour tout entier n > 1, I, = ] ™1 — 2z dx.
0 0

a) A I'aide d’une intégration par parties, établir, pour tout n € N, I'égalité :
2(n+1) ! :
Int1= Hntl) ; )] 2"(1-x)? da .
0

b) En déduire la relation () suivante :

2(n+1)

YmneN, Inp1 = m

n

c) A Vaide de la relation (x), compléter les lignes (2}, (4) et {5) du script Scilab suivant
afin qu’il caleule et affiche I, pour une valeur de n entrée par I'utilisateur.

1 n=input {’donner une valeur de n:’)
P

(2) ICEIEEE Y

(3) for k=1:n

(4) S
(B) -

(6) disp(I)
d) Calculer Iy.

4, Soit f la fonction définic sur R par :

15
Za zyvl—x si0€zx <l
fz) =
o sinon
a) Montrer que f est une densité de probabilité.

b) Déterminer la fonction de répartition F d’une variable aléatoire de densité f.



Sujet T 31

EXERCICE SANS PREPARATION

1 1
1
Soit A la matrice carrée d’ordre 2 définie par : A = 3
2 2
1. a) Montrer que le réel A est valeur propre de A si, et seulement si, il vérifie I'équation :
Mox=0.

b) Quelles sont les valeurs propres Ay et Aa (A > Az) de A7

2. a} Déterminer les vecteurs propres de A, associés aux valeurs propres A; et Ag respective-
ment.

b) Montrer que A est diagonalisable,



Sujet T 31

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. | Question de cours : définition d’une densité de probabilité.

Une fonction f définie sur R est une densité de probabilité si elle est positive, continue sauf au
plus en un nombre fini de points et si elle vérifie :

[;mf(w)dw=1.

9. Soit 7 un réel te} que r # —1 et soit g la fonction définie sur [0, 1[ par :

Va € (0,1, g(z) = — — (1 - o)

r+1

a) fOn note ¢ la fonction dérivée de g.  Pour tout z € [0, 1], calculer g'(z).

On trouve : g'(z) = (1 — x)".

b

T

1
Calculer Vintégrale f Vv1—xdx.
0

1 ! 2 ar 2
Avecr—E,ona,./‘O \/l—mdx——g[(l—w) ]0__3_.

1 1
3. On pose Iy = f V1 —x dz el pour tout enlier n 2 1, I, = f "1 — x da.
0 0

A D’mide d’une intégration par parties, établir, pour tout n € IN, l'égalité :

2 1 :
) I = h(n?’ﬁ/ z™{1 —I)% dzx .
o

1
Onaly= / "1 -z dx.
1 . . N
En dérivant x — z™*! et en utilisant une primitive de £ ~— {1 — 2)%, une intégration par

2 31! 2 1
parties donne : [np = [ -3 o - )3 (n +1) j :r:) dx, soit encore :

1 3
Iy = _n_~|—_)/ (1 — ) de.
3 0

En déduire la relation (*) suivante :

2(n+1)

V?‘LEN, In+1: m+5 n -




Soit n € IN.
En utilisant les égalités 27(1 — 2)7 = a™(1 — 2)2(1 — 2) = 2™(l — 2)7 — 2""'(1 — 2)%, on
parvient i

puis :

2(n+1)

Ips1 = 3 (In - In-H)
2n+1
I = ‘9551?) Tn

A Paide de 1a relation {*), compléter les lignes (2), (4) et (5) du script Scilab suivant afin qu'il
calcule et affiche I, pour une valeur de n entrée par l'utilisateur.

(1) n=input (’donner une valeur de n:!)
(2) I= ceveennnn

(3) for k=1:n

(4) I= cccevnnnn

(5) oeoes

En complétant les lignes (2), (4) et {5}, on obtient :

{1) n=input {(’donner une valeur de n:’)
(2) 1=2/3
{3) for k=1:n
{4) I=(2%(k+1}/ (2¥k+5) ) *I
{5) end
{6) disp(I)
d)[ Calculer 13.
Powrn=0et Iy = %, la relation () donne : ) = 1% .
15 .
T Vi-z si0<z<l1
4. Soit f la fonction définie sur R par:  f(z) = .
0 sinon

a) | Montrer que f est une densité de probabilité.

oo 15

La fonction f est continue sur R, & valeurs positives et f flz)de = T L =1

-0

b} | Déterminer la fonction de répartition F d'une variable aléaléatoire de densité f.

’

0 siz <0
3 2

On trouve : F(z) = 1—(1+§$)(1—x)2 sid<e<l -
1 siz>1




Sujet T 31

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

1
Scit A la matrice carrée d’ordre 2 définic par : A = ~

Montrer que le réel X est valeur propre de A si, et seulement si, il vérifie 'équation :
Lo A _A=0.

Le réel X est valeur propre de A si et seulement si la matrice A — AT est non inversible (cours),
ce qui donne A2 — A = 0 {on utilise, par exemple, 1a nullité du déterminant d'ordre 2).

b) I Quelles sont les valeurs propres A; et Ag (A > A2} de A7

Ar=1
A2=10

a) | Déterminer les vecteurs propres de A, associés aux valeurs propres A; et Ay respectivement. l

. 1
s Les vecteurs propres de A associés & la valeur propre A; = 1 sont les vecteurs U = o (2)
avec a 7# 0.

s Les vecteurs propres de A associés 4 la valeur propre Ay = 0 sont les vecteurs ¥V = 3 (_11)
avec B # 0.

b) [Mcmtrer que A est diagonalisable. !

1 1 1 0
Onpose.P:(2 —l) etD=(0 O)'
AP_(I 0)
2 0
pp_ (10
20

Comme P est inversible, P~'AP = D et la matrice A est donc diagonalisable.




